
中学生数学·２０２２年１月 上半月·总 第６７３期·高中

网址:zxss．cbpt．cnki．net　　　　　　　　　　　　　　　　　　邮箱:zxss２４８６＠１６３．com

数
学
竞
赛
之
窗

一类最值问题解法赏析
曾 伟

(江西省永丰中学,江西 吉安３３１５００)

　　同学们都知道对于定义在 D 上的函数

f(x)其最大值表述为:首先存在 M ∈R,对任

意的x∈D,均有f(x)≤M;其次存在x０∈D,

有f x０( ) ＝M．当两者同时满足时,我们就说函

数f(x)在D 上的最大值为M,最小值有类似

表述．因此简单来说成为最值的两个条件:一是

上(下)界,二是可达到．正是基于该想法我们可

以解决数学竞赛中常见的一类最值问题,以下

通过几道例题加以说明．
例１　设函数f(x)的定义域为(０,１),对

于对应法则为f(x)＝
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可知８q－９p≥１,８p－７q≥１．
于是７(８q－９p)＋８(８p－７q)≥１５,

故p≥１５．同理q≥１７．
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故所求最大值为１６
１７．

点评　本题中所给的函数并非初等函数,

连续性和可导性得不到保证,常用的通过导数

求最值的方法失效,此时回到最值的本质定

义,一方面得到任意x∈ ７
８
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另一方面１６
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这个值是可取到．因此最大值为１６
１７．

例２　设λ 为正实数,对于任意两两不等

的正实数a,b,c,均有
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成立．
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注意到当ε→０＋ 时,
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因此λ≤１．

下证:λ＝１成立,即证
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不妨设a＞b＞c,可令

a＝c＋x,b＝c＋y (x＞y＞０)．

则①左边
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从而λ＝１时结论成立．

综上:λ的最大值为１．

点评　区别于例１函数型的上界需要严格

论证,本题为不等式型(要求恒成立),故只需

取特殊的a,b,c,再通过极限运算,得到λ的一

个上界１;第二步论证１是可达的,实际上就转

化为证明(不含参)不等式的证明问题,通过做

代换结合均值不等式可得证．

例３　已知函数f(x)＝(１－x２)(x２＋bx

＋c),(x∈[－１,１]),记|f(x)|的最大值为

M(b,c)．当b,c变化时,求M(b,c)的最小值．

解　因为对任意x∈[－１,１],都有|f(x)|

≤M(b,c),所以取x＝±λ,０得

|c|≤M(b,c),

|(１－λ２)(λ２＋bλ＋c)|≤M(b,c),

|(１－λ２)(λ２－bλ＋c)|≤M(b,c)．
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从而有|(１－λ２)(λ２＋c)|≤M(b,c)．

则|(１－λ２)λ２|≤|(１－λ２)(λ２＋c)|＋(１

－λ２)|c|≤(２－λ２)M(b,c),

从而有 M(b,c)≥
(１－λ２)λ２

２－λ２ ,
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因此λ≥３－２２．

另一方面:当 M＝３－２ ２,b＝０,c＝２ ２

－３时,

(１－x２)(x２＋２２－３)≤３－２ ２⇔(x２－

２＋ ２)２≥０,

x２＝２－ ２,即x＝± ２－ ２上式等号成

立．

综上:M(b,c)的最小值为３－２２．

点评 　|f(x)|的 最 大 值 为 M (b,c),

M(b,c)实际上是关于b,c的一个二元函数．首

先通过取特殊的x,利用绝对值不等式,得到

M(b,c)≥
(１－λ２)λ２

２－λ２ ,λ∈[－１,１]．右边关于λ

的一元函数在闭区间[－１,１]上的最大值就是

以b,c为自变量的二元函数的一个下界;证明

可达到时,实际上是取(b,c)＝(０,２ ２－３),

M(b,c)＝３－２２．

以上三道例题将该想法由抽象描述转化

为具体呈现,当然,不限于函数、不等式,在数

学竞赛中的集合、组合、数论等内容也中有许

多问题是基于该想法得以解决的．
(责审　张思明)

·２３·


